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7.1. Aspecte generale

Se considerd o functte £: [a, b] © W — H . Pentru aceastd functie ecuatia f(x) = 0 se munegte ecuafe
algebricd dacd functia f are forma v polinom sav poate B adusd la aceastd formd in urma unor

transforman. In caz contrar ecuaia se mumeste transcendentd,

Ecuatiile: 12¢ +x-4=0 31 +/x’ +5x -3 =0 sunt exemple de ecuati algebrice.

Ecuatiile sin®(x)- " + 2 =0, In{ x) +cos(x*)— 1= 0 sunt ecuatii transcendente.

Pentru functia definitd mai sus, o valoare § £[a b] se muneste fie zerou al functied £ix), fie riddcnd a

ecuatiel fix) = 0 dacd £{5) = 0.
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Din punct de vedere al caleulw numerc rezolvarea unet ecuati algebnce sau transcendente presupune

determinarea aproxmativd a tuturor radacimlor 8y, &, ., & €[ b] ale ecuattel constderate, Fig 7.1

Fig. 7.1. Radacmile ecuaiet ) =0
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Deterrninarea raddcnilor ecuatied f(x) = 0 presupune parcurgerea a doud etape;

i prima etapd radacinile sunt separate. In cadril acestel etape sunt deterrinate intervale elementare
[a; by] care au proprietatea cd & €[ay b, 1=1, 0.

in cea de-a dova etapd se calculeard apromimdrile celor n radicind din fiecare dintre intervalele
eletnentare detertrinate i prima etapd Procesul de aproximdrt succestve trebule sd se opreascd in
momentul i care radicinile aprozimative notate cu & se gdsesc suficient de aproape de rddidcina

exacti & Acestaspect poate fi exprimat sub doud forme:

5" - dl =g (7.1)

Fid =g, (7.2)

unde 5 §t 8, sunt numere pozitive foarte mict impuse mital,
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Fig. 7.2, Esdentierea radaciulor aproxmmatrve
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7.2. Metode de aproximare a radacinilor

Metoda injumatatirii intervalului (bisectiei)

Etapele parcurse pentru determinarea unest soluftt §° care s3 aprozmesze radacina reald sunt:

- se fac notafule: a; =a by =h

- se calculeazd X, = ! ;bl .
- dacd fa))f(x) < 0, atunct ag = ay, by = =, altfel a; ==y, by =hy;
- se calouleazd x, = “ -;}2 ;

@y + &y

-la etapak avem: x, = .

Procesul tterattv de calcul se opreste dacd | by - & <2 sau| £z = =, unde = este un numdr pozitiv

foarte mic.
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Fig. 7.3. Etapele determinarii solutiei aproximative
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Mumarul de iterafi necesare pentru atingerea wnet anwnite precizi poate fi stabilit de la inceput, pe
baza lungimit intervalulut care ncadreazd solutta. Astfel 1a fiecare pas mtervalul de lucru se njumatateste,
incét intervalul mitial As=[a b] este redus la Awf2 dupd prima Inpumatatire, As22 dupd a doua injumnAtitire

a1 Axf 2 la reducerea n Dacd se admite cd Ax'@ = ¢ remiltd c&:

n= (7.5

unde Ax este lungimea mtervalului imnifial care incadreazd solutia,
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7.2.2. Metoda aproximatiilor succesive

Fie datd o ecuatie f(3)=0. Functia f(x) este continud pe un mterval fingt [ab] g1 are pe mtervalul dat o

singurd ridicina reala. Se cere deterrinarea riddcind a ecuatiet date.

Metoda aprozmatitlor succestve inlocweste ecuatia initiald fx) = 0 cu o ecuatte echivalentd de forma:

x=g(x) (7.4)

Termenul de ecluvalentd are sermmificabia a douwd ecuatu care au aceeagt radicind In acest caz
rezolwarea ecuafiel presupune din punct de vedere grafic deterrmmarea punctului de mtersectie a curbelor y=x

a1y =aix), Fig 74
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L
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Fig. 74, Reprezentarea oraficd a modulw de rezolvare a ecuatiet = o(z)
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Toate metodele de aprommare succesivd pornesc de la o aproamare inifiald s cdreta Tt sunt aplicate

corectd succesive pe baza unel relabi de recurentd:
T = E(X;) (7.3)

unde 1=0,1,2,3,. ., n, 1ar n reprezntd numanl teratulor,

Rezultd un sir al aproxmnatilor succestve, (X} =x, 21, %, %, care poate

. convergent, dacd tim x = 4, unde & este valoarea precisd a radacint cdutate a ecuatiel x = g(x) sau
PR

a ecuatiet fx) =0, care este una§l aceeass,
) divergent, dacd nu existd limita succestunil {X)=, %1, ¥, % § atunct ecuatia fx) =0 o se poate

rezalva,

Din punct de vedere al oprirt procesulul terativ, acesta are loc atunct cénd este satisfacuts conditia:

lg(x)—x|=e (7.6)
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Tindnd cont de relatta (7.5), relatia (7.6) poate 8 pusd sub forma:

Astfel procesul ferabiv se va opri in momentu] In care abaterea wanabiler x intre doud terati
succesive scade sub valoarea sumnpusa.

In functie de de tnodul de alegere a functier g{x) este posibil ca grul aproximatilor succesrve 53 fie
divergent. In acest caz este ewident ©f metoda generatd de g%) nu mat conduce la apromimarea solupiel In

aceastd etapd dacd se foloseste o funchie gx) care are expresia

gx=x+ f(x) (7.8)

a1 relatia de recurentd (7.5) se poate stabili o conditie suficientd de convergentd a swrulw de aprozimatil

SUCCESVE.
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In acest scop se apeleard la dezvoltarea funchier o) i sern Taylor In jurul raddcmn exacte &

2
+[:J:—5] 2"(5) ... [x g

ol?!
o b GRS (7.8)

glx =

In aceastd dezwoltare n sene Taylor, punctul z trebuie 24 se gdseascd in vecindtatea radacmi & Dacd

se neglyeard toft termetnt de rang supenor dertvatet de ordinul 1 51 e inlocuteste  cu i se obtine:

glx)=gld) +(x -8 g'(J) (7.9)

Tinind cont de relatia (7.5), relatia (7.9) poate f scnisd sub forma;

X = g(8) +(x; - 8) g'(d) (7.10)
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In contitmare, dacd se fac urtnitoarele notati:

{:3!- =x,—4d
(7.11)

8 = X — 0
unde g 31 g5y reprezintd abatenle celor doud aprosamatn fatd de raddcna exactd & relatia (7.10) devine:

2ia=2 g(J) (7.12)

Astfel pentru ca sirul aproxzimatilor succesive 53 fie convergent este necesar ca, de la o tteratie la alta

abaterile aprozimatiilor fatd de ridicina exactd 53 se micgoreze adicd:

| > ki | = |28 <1 (7.13)



ECUATII ALGEBRICE SI TRANSCENDENTE

7.2.3. Metoda Newton - Raphson (tangentei)

Fie fix) = 0 o ecuatie algebricd sau transcendentd, care in intervalul [a b] are o radiomd voed 8
Presupunem cd denvatele £702) 51 £7020) sunt contimue 51 pastreazd semmil constant pentry x £ [, &1, unde

a< b

>

Fig 7.5 Ilstrarea algoritmulu metodel Newton-Eaphson
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D punct de formal metoda Newton — Raphson se dezvoltd pornind de la dezvoltarea fn sertt Tavlor a

functied £(z) in jurul aprozimatied curente;

Ll
Fan) = £+ 1) BT g priy BTy (7.14)
Dracd e este o ridacind a functiet f{x) = 0, atunct ecuatta (7.14) devine:
2
0= flx)+f'(x). 'i”l )+f( )%a.. (7.15)
% = 5 - ) (7.16)
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[Daci se face ipoteza cd may = § astfel incat £(8) = 0, relatia devine:

0= 7(8) = Fx )+ () T A P (7.17

21

(5- %) (5-x,)°
11

_|: 5) gy B3 le

(7.18)

Diaci se inlocwieste relatia (7.18) in relatia (7.16) 51 se definegte eroarea de aprommare ;=3 — 6 se

obtite
s 5+ ()4 LA (6 ) a1
|§'i+1|"3 2{{5{1}) 'Ef = x‘*’fﬁ = |A.E;E.t|'|€.i;| (7.20)
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7.2.4. Metoda secantel (Lagrange)
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Fig. 7.7 Agortmul de obtinere a solutiel prin metoda coardes
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Din punct de vedere matematic aproxmarea functiel prin coarda AB conduce la ecuatia unet drepte;

S -fla) S8 -ja)

ER
- S-a (22)
Prima aproximare % se deterrnmd Inlocumd In relatta (7.22) pe x cuxp st pe flx) cu 0, rezultind:
b-a
p=a-fla) — (7.23)
J8-Jla)

In continuare pentro reprezentarea din Fig 7.7 aprosimatia i se determind nlocmnd in relatia (7.23)

pe B ou .

(7.24)
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Plecand de la relatule (7.23) 51 (7.24) se poate stabili o relatie generald de forma:

X, &
Tl = ﬂ‘f(ﬂ]'m (7.25)
Pentru relatia (7.25) functia g(x) care genereazd metoda are forma:
gl =a-F(@) —— — (7.26)

Jlx) - ja)



